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优化问题

➢一般形式：

minimize 𝑓(𝐱), subject to 𝐱 ∈ 𝐶

➢成本函数

𝑓: ℝ𝑛 → ℝ

➢约束集的例子

𝐶 = 𝐱 ∣ ℎ1(𝐱) = 0, … , ℎ𝑚(𝐱) = 0, 𝑔1(𝐱) ≤ 0, … , 𝑔𝑟(𝐱) ≤ 0

➢如果𝐶 = ℝ𝑛，则不受约束
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➢大多数优化问题都没有闭式

(closed-form)解决方案【没有解析

解】

➢我们的目标是通过迭代方法找到最

小值

➢全局最小值 𝐱∗：

𝑓 𝐱∗ ≤ 𝑓 𝐱 ∀𝐱 ∈ 𝐶

➢局部最小值 𝐱∗，存在 𝜀 ：

𝑓 𝐱∗ ≤ 𝑓 𝐱 ∀𝐱: ∥ 𝐱 − 𝐱∗ ∥≤ 𝜀

➢鞍点(saddle point)是指函数的所有梯

度都消失但既不是全局最⼩值也不是

局部最⼩值的任何位置。

局部最小值和全局最小值
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➢凸性(convexity)在优化算法的设计

中起到⾄关重要的作⽤

➢在这种情况下对算法进⾏分析和测试

更容易

➢ℝn的子集C为凸集(convex set)，如

果满足

𝛼𝐱 + 1 − 𝛼 𝐲 ∈ 𝐶

∀𝛼 ∈ 0,1  ∀𝐱, 𝐲 ∈ 𝐶

凸集
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➢函数𝑓: 𝐶 → ℝ为凸函数(convex )，如果满足

𝑓 𝛼𝐱 + 1 − 𝛼 𝐲 ≤ 𝛼𝑓 𝐱 + 1 − 𝛼 𝑓 𝐲

∀𝛼 ∈ 0,1  ∀𝐱, 𝐲 ∈ 𝐶

➢如果不等式在 𝛼 ∈ (0,1) 和 𝐱 ≠ 𝐲 条件下是

严格的，那么𝑓被称为严格凸

➢詹森不等式（Jensen‘ sinequality），它是

凸性定义的一种推广



𝑖

𝛼𝑖𝑓 𝑥𝑖 ≥ 𝑓 

𝑖

𝛼𝑖𝑥𝑖  and 𝐸𝑋[𝑓(𝑋)]

≥ 𝑓 𝐸𝑋[𝑋]

➢凸函数的期望不⼩于期望的凸函数

凸函数
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凸函数性质

➢局部极⼩值是全局极⼩值

➢凸函数的下⽔平集是凸的

➢一阶特征条件

➢𝑓是凸函数，当且仅当

𝑓(𝐲) ≥ 𝑓(𝐱) + 𝛻𝑓(𝐱)𝑇 𝐲 − 𝐱 ∀𝐱, 𝐲 ∈ 𝐶

➢如果等号不成立，那么𝑓是严格凸的

➢二阶特征条件

➢𝑓是凸函数，当且仅当：

𝛻2𝑓 𝐱 ≥ 0 ∀𝐱 ∈ 𝐶

➢𝑓是严格凸的，当且仅当：

𝛻2𝑓 𝐱 > 0 ∀𝐱 ∈ 𝐶
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常见凸集和非凸集

➢凸集

➢线性回归 𝑓(𝐱) =∥ 𝐖𝐱 − 𝐛 ∥2
2

𝛻𝑓(𝐱) = 2𝐖𝑇(𝐖𝐱 − 𝐛), 𝛻2𝑓(𝐱) = 2𝐖𝑇

➢Softmax 回归

➢非凸集

➢多层感知器

➢卷积神经网络

➢循环神经网络
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凸优化

➢如果𝑓是凸函数，而且𝐶是凸集，则该问题称为凸问题：

➢任何局部最小值都是全局最小值

➢如果严格凸成立，则为唯一的全局最小值

全局最小值
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凸优化证明

➢局部最小值为 𝐱，假设存在全局最小值 𝐲：

➢选择一个 𝛼 ≤ 1 − 𝜀/|𝐱 + 𝐲| 和一个 𝐳 = 𝛼𝐱 + (1 − 𝛼)𝐲

➢然后 ∥ 𝐱 − 𝐳 ∥= (1 − 𝛼) ∥ 𝐱 + 𝐲 ∥≤ 𝜀

➢由于 𝐲 是全局最小值，所以 𝑓 𝐲 < 𝑓 𝐱

 𝑓 𝐳 ≤ 𝛼𝑓 𝐱 + 1 − 𝑎 𝑓 𝐳 < 𝛼𝑓 𝐱 + 1 − 𝑎 𝑓 𝐱 = 𝑓 𝐱

➢ 它与局部最小值 𝐱 相矛盾
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凸函数

➢凸集的交点是凸的，并集不是

➢根据詹森不等式，“⼀个多变量凸函数的总期望值”⼤于或等于“⽤每个

变量的期望值计算这个函数的总值“

➢⼀个⼆次可微函数是凸函数，当且仅当其Hessian（⼆阶导数矩阵）是半

正定的

➢ 凸约束可以通过拉格朗⽇函数来添加。在实践中，只需在⽬标函数中加上

⼀个惩罚就可以了

➢投影映射到凸集中最接近原始点的点



梯度下降
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连续可微实值函 数 𝑓: ℝ → ℝ, 利用泰勒展开, 可以得到

𝑓(𝑥 + 𝜖) = 𝑓(𝑥) + 𝜖𝑓′(𝑥) + 𝒪 𝜖2 .

假设在负梯度方向上移动𝜖会减少𝑓。简单起见，选择固定步长 𝜂 > 0 ，取 𝜖

= −𝜂𝑓′(𝑥)  将其代入泰勒展开式，得

𝑓 𝑥 − 𝜂𝑓′(𝑥) = 𝑓(𝑥) − 𝜂𝑓′2(𝑥) + 𝒪 𝜂2𝑓′2(𝑥) .

如果其导数 𝑓′(𝑥) ≠ 0  没有消失，我们就能继续展开，这是因为 𝜂𝑓′2(𝑥) > 0  。此外，

我们总是可以令𝜂小到足以使高阶项变得不相关。因此,

𝑓 𝑥 − 𝜂𝑓′(𝑥) ≲ 𝑓(𝑥)

这意味着，如果我们使用𝑥 ← 𝑥 − 𝜂𝑓′(𝑥)来迭代 𝑥, 函数 𝑓(𝑥) 的值可能会下降。

因此, 在梯度下降中, 我们首先选择初始值 𝑥 和常数 𝜂 > 0, 然后使用它 们连续迭代 𝑥, 

直到停止条件达成

⼀维梯度下降
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➢选择初始的𝐱0

➢在时间 𝑡 = 1, … , 𝑇

𝐱𝑡 = 𝐱𝑡−1 − 𝜂𝛻𝑓(𝐱𝑡−1)

➢ 𝜂 被称为学习率

算法
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学习率的选择

➢在 ∥ 𝚫 ∥< 𝜀 的条件下，对于任何 f，由泰勒扩展：

𝑓(𝐱 + 𝚫) ≈ 𝑓(𝐱) + 𝚫𝑇𝛻𝑓(𝐱)

➢选择足够小的学习率 𝜂 ≤
𝜀

∥𝛻𝑓 𝐱
∥

∥ −𝜂𝛻𝑓 𝐱 ∥≤ 𝜀

𝑓(𝐱 − 𝜂𝛻𝑓(𝐱)) ≈ 𝑓(𝐱) − 𝜂 ∥ 𝛻𝑓(𝐱) ∥2≤ 𝑓(𝐱)
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收敛率

➢假设𝑓是凸的，并且其梯度是 Lipschitz 连续的常数𝐿

∥ 𝛻𝑓(𝐱) − 𝛻𝑓(𝐲) ∥≤ 𝐿 ∥ 𝐱 − 𝐲 ∥

➢如果使用学习率 𝜂 ≤ 1/𝐿，经过 T 步

𝑓(𝐱𝑇) − 𝑓(𝐱∗) ≤
∥ 𝐱0 − 𝐱∗ ∥2

2𝜂𝑇

➢收敛率 𝑂(1/𝑇)

➢要获得 𝑓(𝐱𝑇) − 𝑓(𝐱∗) ≤ 𝜖，需要 𝑂(1/𝜖) 次迭代

渐变不会发生显着变化



随机梯度下降(SGD)

1000 新加坡元 (SGD)

~740 USD
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随机梯度下降

➢给定𝑛个样本的训练数据集, 假设𝑓𝑖(𝐱)是关于索引 𝑖 的训练样本的损失函数，

其中𝐱是参数向量

➢目标函数𝑓(𝐱) =
1

𝑛
σ𝑖=1

𝑛 𝑓𝑖(𝐱)，𝐱的目标函数的梯度计算为∇𝑓(𝐱)

=
1

𝑛
σ𝑖=1

𝑛 ∇𝑓𝑖(𝐱)

➢如果使用梯度下降法，则每个自变量迭代的计算代价为𝒪(𝑛)

➢在随机梯度下降的每次迭代中，对数据样本随机均匀采样一个索引𝑖,其中𝑖

∈ {1, … , 𝑛},并计算梯度∇𝑓𝑖(𝐱)以更新𝐱:

𝐱 ← 𝐱 − 𝜂∇𝑓𝑖(𝐱)

➢其中𝜂是学习率。每次迭代的计算代价从梯度下降的𝒪(𝑛)降至常数𝒪(1) 

➢随机梯度 ∇𝑓𝑖(𝐱) 是对完整梯度 ∇𝑓(𝐱) 的无偏估计，因为

➢𝔼𝑖∇𝑓𝑖(𝐱) =
1

𝑛
σ𝑖=1

𝑛 ∇𝑓𝑖(𝐱) = ∇𝑓(𝐱)

➢这意味着，平均而言，随机梯度是对梯度的良好估计
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➢随机梯度下降中变量的轨迹嘈杂。这是由

于梯度的随机性质

➢也就是说，即使我们接近最⼩值，我们仍然

受到通过∇fi(x)的瞬间梯度所注⼊的不确定性

的影响

➢改变学习率

➢如果选择的学习率太⼩，我们⼀开始就不会

取得任何有意义的进展。

➢如果选择的学习率太⼤，将⽆法获得⼀个好

的解决⽅案

➢解决这些相互冲突的⽬标的唯⼀⽅法是在

优化过程中动态降低学习率

随机梯度下降
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例子

➢在时间 t 举例的两个规则

➢随机(random)规则：随机均匀选择 𝑖𝑡 ∈ {1, … , 𝑛}

➢循环(cyclic)规则：选择 𝑖𝑡 = 1,2, … , 𝑛, 1,2, … , 𝑛

➢通常称为增量梯度下降

➢随机规则在实践中更为常见

𝔼 𝛻ℓ𝑡𝑖
(𝐱) = 𝔼[𝛻𝑓(𝐱)]

➢对梯度的无偏见估计
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收敛率

➢假设𝑓是凸的，并且 𝜂𝑡 逐步减小，例如 𝜂𝑡 = 𝑂(1/𝑡)，

𝔼[𝑓(𝐱𝑇)] − 𝑓(𝐱∗) = 𝑂(1/ 𝑇)

➢在相同的假设下，对于梯度下降

𝑓(𝐱𝑇) − 𝑓(𝐱∗) = 𝑂(1/ 𝑇)

➢假设梯度 L-Lipschitz 并固定 𝜂

𝑓(𝐱𝑇) − 𝑓(𝐱∗) = 𝑂(1/𝑇)

➢对 SGD 没有改善
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实际应用

➢我们不会如此戏剧性地降低学习率

➢我们不关心优化到高精度

➢尽管收敛速度较慢，但在每次迭代中，SGD 计算梯度的速度要快于 GD

➢特别适用于复杂模型和大型数据集的深度学习
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动态学习率

➢随着时间推移调 整 𝜂 时使用的一些基本策略

𝜂(𝑡) = 𝜂𝑖 if 𝑡𝑖 ≤ 𝑡 ≤ 𝑡𝑖+1  分段常数 

𝜂(𝑡) = 𝜂0 ⋅ 𝑒−𝜆𝑡  指数衰减 

𝜂(𝑡) = 𝜂0 ⋅ (𝛽𝑡 + 1)−𝛼  多项式衰减 
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代码…



小批量随机梯度下降
(mini-batch SGD)
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小批量随机梯度下降

➢每当我们执 行 𝐖 ← 𝐖 − 𝜂𝑡𝐠𝑡 时, 消耗巨大。其中

𝐠𝑡 = 𝜕𝐰𝑓 𝐱𝑡 , 𝐰

➢可以通过将其应用于一个小批量观测值来提高此操作的计算效率。也就是

说，我们将梯度 𝐠𝑡 替换为一个 小批量而不是单个观测值

𝐠𝑡 = 𝜕𝐰

1

ℬ𝑡


𝑖∈ℬ𝑡

𝑓 𝐱𝑖 , 𝐰

➢由于 𝐱𝑡 和小批量 ℬ𝑡 的所有元素都是从训练集中随机抽出的，因此 梯度的期望

保持不变。

➢另一方面, 方差显著降低。由于小批量梯度由正在被平均计算的 𝑏: = ℬ𝑡  个独立

梯度组成，其标准差降低了 𝑏−
1

2

➢实践中选择一个足够大的小批量, 它可提供良好计算效率同时仍适合GPU的内存
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代码…



动量法
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动量法

➢使用 𝐯𝑡 而 不是梯度 𝐠𝑡 可以生成以下更新等式:

𝐯𝑡 ← 𝛽𝐯𝑡−1 + 𝐠𝑡,𝑡−1

𝐱𝑡 ← 𝐱𝑡−1 − 𝜂𝑡𝐯𝑡

➢汇总过去梯度的历史以加速收敛



Adam算法
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Adam算法

➢我们学习了

➢随机梯度下降在解决优化问题时⽐梯度下降更有效。

➢在⼀个⼩批量中使⽤更⼤的观测值集，可以通过向量化提供额外效率。这是⾼效

的多机、多GPU和整体并⾏处理的关键。

➢添加了⼀种机制，⽤于汇总过去梯度的历史以加速收敛。

➢通过对每个坐标缩放来实现⾼效计算的预处理器。

➢通过学习率的调整来分离每个坐标的缩放

➢Adam算法[Kingma & Ba, 2014]将所有这些技术汇总到⼀个⾼效的学习算

法中。
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附录
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收敛率证明

➢渐变 L-Lipschitz 意味着

𝑓(𝐲) ≤ 𝑓(𝐱) + 𝛻𝑓(𝐱)𝑇(𝐲 − 𝐱) +
𝐿

2
∥ 𝐲 − 𝐱 ∥2

➢插入 𝐲 = 𝐱 − 𝜂𝛻𝑓 𝐱

𝑓(𝐲) ≤ 𝑓(𝐱) − 1 −
𝐿𝜂

2
𝜂 ∥ 𝛻𝑓(𝐱) ∥2

➢采用 0 < 𝜂 ≤
1

𝐿

𝑓(𝐲) ≤ 𝑓(𝐱) −
𝜂

2
∥ 𝛻𝑓(𝐱) ∥2

𝑓每次都减小



2024/3/22
36

收敛率证明 II

➢根据凸性
 𝑓(𝐱) ≤ 𝑓 𝐱∗ + 𝛻𝑓(𝐱)𝑇 𝐱 − 𝐱∗

➢插入

𝑓 𝐲 ≤ 𝑓 𝐱 −
𝜂

2
∥ 𝛻𝑓 𝐱 ∥2

𝑓(𝐲) ≤ 𝑓(𝐱∗) + 𝛻𝑓(𝐱)𝑇 𝐱 − 𝐱∗ −
𝜂

2
∥ 𝛻𝑓(𝐱) ∥2

𝑓 𝐲 − 𝑓 𝐱∗ ≤
2𝜂𝛻𝑓(𝐱)𝑇 𝐱 − 𝐱∗ − 𝜂2 ∥ 𝛻𝑓(𝐱) ∥2

2𝜂

=
∥ 𝐱 − 𝐱∗ ∥2 +2𝜂𝛻𝑓(𝐱)𝑇 𝐱 − 𝐱∗ − 𝜂2 ∥ 𝛻𝑓(𝐱) ∥2−∥ 𝐱 − 𝐱∗ ∥2

2𝜂

=
∥ 𝐱 − 𝐱∗ ∥2−∥ 𝐱 − 𝜂𝛻𝑓 𝐱 − 𝐱∗ ∥2

2𝜂
= ∥ 𝐱 − 𝐱∗ ∥2−∥ 𝐲 − 𝐱∗ ∥2 /2𝜂
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收敛率证明 III 

➢所有 𝑇 步骤总和：


𝑡=1

𝑇

𝑓 𝐱𝑡  − 𝑓 𝐱∗ ≤ 
𝑡=1

𝑇 ∥ 𝐱𝑡−1 − 𝐱∗ ∥2−∥ 𝐱𝑡 − 𝐱∗ ∥2

2𝜂

=  ∥ 𝐱0 − 𝐱∗ ∥2−∥ 𝐱𝑇 − 𝐱∗ ∥2 /2𝜂 ≤∥ 𝐱0 − 𝐱∗ ∥2/2𝜂

➢𝑓每次都在减少：

𝑓(𝐱𝑇) − 𝑓(𝐱∗) ≤
1

𝑇


𝑡=1

𝑇

𝑓 𝐱𝑡 − 𝑓(𝐱∗) ≤
∥ 𝐱0 − 𝐱∗ ∥2

2𝜂𝑇
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➢𝑓是所有训练数据的损失之和的函数， 𝐱是可学习的参数

𝑓 𝐱 =
1

𝑛


𝑖=0

𝑛

ℓ𝑖 𝐱

ℓ𝑖(𝐱) 是第𝑖个样本的损失

➢𝑓往往不是凸函数，所以不能应用之前的收敛性分析
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